













Optical Spectral Analysis for Real-Time Time-Dependent





Abstract—The maximum entropy method (MEM) is one of the
key techniques for spectral analysis. The main feature is to
describe spectra in low frequency with short time-series data.
We adopted MEM to analyze the spectrum from the dipole
moment obtained by the time-dependent density functional theory
(TDDFT) calculation in real time, which is intensively studied and
applied to computing optical properties. In the MEM analysis,
we proposed that we use the concatenated data set made from
several-times repeated raw data and the phase shift. We have
applied this technique to the spectral analysis of the TDDFT
dipole moment of oligo-fluorene with n=8. As a result, higher
resolution can be obtained without any peak shift due to the
phase jump. The peak position is in good agreement to that
of FT with just raw data. The efficiency and the characteristic
feature of this technique are presented in this paper.
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を用いる最大エントロピー法（Maximum Entropy Method :
MEM）がある [4]．MEMは地球惑星科学,分光学などの分
野で幅広く用いられている [5] [6]. 特に, 地球物理学の分野




























H k(r; t) = i
@
@t
 k(r; t); (1)
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H =  1
2
r2 + Vce + VH + VXC + Vext: (2)
ここで,  k(r; t)は時間 tにおける位置 rの電子の状態を表
す波動関数（軌道）である．ハミルトニアン演算子H にお
ける  12r2は電子の運動エネルギー, Vceはクーロンポテンシャル，VH はハートリーポテンシャル，Vxcは交換相関ポ
テンシャル，Vextは外場ポテンシャルである．Vceは核と電
子間の相互作用, VH と Vxcは電子間相互作用に関するポテ




fkj k(r; t)j2: (3)
ここで, Norbitは軌道数, fk は k番目の軌道における電子の
占有数である. fk の総和
PNorbit
k=1 fk は系の総電子数に等しい. なお, 式 (1)から式 (3)は原子単位を用いている.
交換相関ポテンシャルは交換相関エネルギーEXC の電子
密度 に関する汎関数微分で与えられる. EXC は系の多体
効果を記述する重要な量であり, 電子密度 の汎関数であ
る. 解析対象によって異なる多体効果を適切に記述する汎関









吸収する. このとき, 電場に対する応答として, 分子内で分
極が生じる. その変位を r, ずれによる電荷の大きさを eと
すれば, 双極子モーメントは,









和で与えられる (H = H0 +H 0 ). H0は電子の基底状態に対
するエネルギー演算子であり, 時間に依存しない. 一方, 相互
作用ハミルトニアンH 0 は外部電場に対するH0からのずれ
を表す時間に依存する演算子である. 特に, 物質の励起状態








= h jH 0 j i = h jerj i:
(5)
ここで, eは電子の電荷を表す. 相互作用ハミルトニアンH 0
は式 (4)の双極子モーメントを用い近似している. これを双
極子近似という. この近似は取り扱うエネルギー領域によっ
て, 多重極に展開する必要がある. 本研究では, 可視光領域
を取り扱うため十分な近似である.






















p(x) log p(x)dx; (6)
で与えられる. ここで, xは確率変数, p(x)は確率密度関数
である. 本研究では時系列のエントロピーを取り扱う. 式 (6)









と変形できる. ここで, eはネイピア数, RM は Toeplitz行列
と呼ばれる相関行列である. M !1とした場合,式 (7)は発




















が得られる. ここで, !N はナイキスト角周波数である.
Figure 1. Fourier変換による光学スペクトル解析. (a)実時間実空間の TDDFT






















一方, MEMは未知情報に対し, 式 (9)のエントロピーが最
大となるようにスペクトルを決定する. エントロピーの最大
化はWiener-Khintchineの関係式 (mの範囲は jmj M +1)












































































kj+k (0  k M ),

























t 1=0; m = 0;
0; m = 1; 2; : : : ;M;
(19)
となる. ここで, 未知数の組 fa1; a2;    ; aM ; PMgを導入し,
PM = j1=0j2, ak = k=0 の関係を用いると, 式 (19)は26664
C0 C1    CM































と表せる. なお， は複素共役を表す. この方程式を Yule-
Walker方程式という.
MEMによるスペクトル SMEM (!)は式 (13), 式 (16), 及
び未知数 fa1; a2;    ; aM ; PMgを用いると,
SMEM (!) =
tPMPMm=0 am exp( i!mt)2 ; (21)
となる．ここで, M は自己相関関数CM のラグの最大値，!
は角周波数，tは時間間隔である．式 (21)を求めるには，












ために用いる. 従ってM を大きくとることは長周期成分 (低
エネルギー領域)をスペクトルに反映することを意味する.
ラグの大きい高次の自己相関関数では, データをずらした際


































ここで, M次の係数を aM;m, M 1次の係数を aM 1;mとす
る. また, 未知数 PM についても同様に漸化的に求められる.
PM = (1  aM;M )PM 1; P0 = C0: (24)













































































Figure 2. MEM の計算手順を示したフローチャート.
要がある. 有効なラグの最大値はデータの数に制限されてい
るため, 十分に大きくとることはできない. そこで, 低エネル
ギー領域での解析の効率を向上するため，計算した時系列






~(n) = 0(n) exp(ik): (26)
ここで, ~(n)は 0(n)に位相を加えた離散型の時系列，0(n)
は時系列(n)を繰返し繋げたデータである．kはn時点での
データの繰返し回数，は0(n)に加える位相 (     )
を表す．Figure 3(c)のデータでは, kは横軸が区間 [0, 5)の
とき k = 0, [5, 10)のとき k = 1, [10, 15)のとき k = 2, [15,













Figure 4を示す. 現象を単純にして捉えるため, N = 110 4
































Figure 3. 実時間実空間の TDDFTによる双極子モーメントの時間発展デー
タ.対象はフルオレンの 8量体. (a)データの数N が 20000点 (N = 20000)
のデータ, (b) N = 5000のデータを 4回繰り返したデータ (N = 50004),
(c) (b) に位相  ( = 0:25) を加えたデータ.
は除く)で与えた時系列デ８タを用いる. 比較のため, いず
れもラグの最大値M はM = 40としている. 加える位相が
 = 0:2 のとき, 強度は最も大きく, 正しい位置 (1Hz)を示
している (図中の矢印が指すピーク). 一方, 上記と異なる位
相を加えた場合, 強度が  = 0:2の結果に比べ小さくなり,
ピーク位置も本来の周波数とずれている. このずれは適切な




する物質は, フルオレン (8量体), ベンゼン, C60フラーレン













3)．Figure 5(a)は N = 5000の結果である．M = 2500付
近のCM は 0に近い値を示しており，これより大きなM を
とっても低エネルギー側のスペクトルへの効果は極めて少な






の MEM および FT の結果を比較したものである．ここで
は繰返しデータ N = 5000  100を用い，スペクトルの低
Figure 4. 加える位相によって変化するピーク位置と強度の比較．対象の時
系列は N = 110 4 の Sin 波 (1Hz)．なお加える位相  は      
の範囲で =10 刻みに与える ( = 0 は除く). いずれの結果もラグの最大
値 M は M = 40 に統一している．位相  = 0:2 のとき, 最も大きな強
度 (矢印が指すピーク) を得る.
エネルギー側のピーク (第 1ピーク)が最大となるように位
相を求める ( = 0:25)．なお, 比較のためラグの最大値M
はいずれもM = 2500にしている. MEMによるスペクトル
(N = 5000)は高エネルギー側の強度が強く現れている．ま




るものの N = 20000の FTよりも鋭く発達したピークであ
る．加える位相 は注目したい周波数成分によって異なる．
今回の例では第 1ピークが最大となる を選択した．当然，





ベンゼンの光吸収スペクトルを Figure 7に示す. TDDFT
より得た 5000点のデータを 100回繰返し (5000  100), 位
相を 0:25加えたデータを解析に用いた. 比較のため通常の
MEM, 繰返しデータを用いたMEMの結果も載せており, ラ
グの最大値M はM = 1800に統一している.バンドギャップ
ピーク (第 1ピーク)に注目するため, 横軸は 6.5から 7.5eV
Figure 5. 繰返しデータが長周期成分にもたらす効果．式 (20)の係数行列の
各要素を色分布で表している．(a) は N = 5000，(b) は N = 5000 100
の結果．対角要素 (ラグが 0 の自己相関関数 C0) が 1(濃赤) となるよう
に正規化．高次の自己相関関数 (行列の右上及び左下の角周辺) に長周期
の情報が多く含まれる. なお M は行列のサイズを表しており, いずれも
M = 4999.
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Figure 6. MEM と FT による光吸収スペクトルの比較．解析対象はフルオ
レン (8 量体). 破線が N = 20000 の FT，一点鎖線が N = 5000，点線が
N = 5000  100 の MEM の結果．実線が位相を導入した MEM の結果,
加えた位相は  = 0:25 である．いずれも第 2 ピークの強度で正規化．









密度汎関数法の固有の問題であり, 式 (2) の交換相関ポテン
シャル汎関数 VXC を改良することで, 多くの改善がなされ







し, MEMが効果的に働かない場合もある. 例として, C60フ
ラーレンの光吸収スペクトルを Figure 8に示す. ここでは繰
返しデータ (N = 10000  100)を用い，第 1ピークの強度
が最大となるように位相を求める ( =  0:125)．なお, M
の値はM = 6000としている. 比較のためN = 10000の FT
の結果 (破線)を載せている. 0から 10eVの中で, 最も大き
なピークの強度が 1となるように正規化している.
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Figure 7. MEM によるベンゼンの光吸収スペクトルの比較. 一点鎖線が
N = 5000の MEM，点線が N = 5000 100の MEMの結果．実線が位
相を導入した MEMの結果, 加えた位相は  = 0:25 である．いずれも第
1 ピークの強度が 1 となるように正規化し, 横軸は 6.5 から 7.5eV の範囲
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Figure 8. C60 フラーレンの光吸収スペクトルの比較. 破線がN = 10000の
FT, 実線が位相を加えた MEMの結果 (N = 10000 100,  =  0:125).
ラグの最大値 M は M = 6000. 位相  は第 1 ピークに合うように決定.
いずれも 0から 10eVの中で最も大きなピークの強度が 1となるように正
規化. なお, 実験値は 3.8eV [2].
